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摘 要：本论文对十八世纪末德国数学家约翰·卡尔·弗里德里希·高斯(Johann Carl Friedrich Gauss)所解决的正十七边形尺规作图问题再次进行了讨

论。当年高斯运用了三角函数的知识求出了 cos 360°
17

的表达式,它是数的加减乘除平方根的组合, 故正 17 边形可用尺规作出。而本论文主要运用了复

数的知识，加以结合旋转对称的思想，通过另一种途径得出了 cos 360°
17

的表达式，与高斯用三角函数方法所得结果具有等价性。然而在借助计算机

帮助的过程中，发现了所得结果与原结果的差异性并且进行了大胆尝试与复杂的运算，将所得多重根式倒推，还发现了一些多元高次方程组与一元高

次方程的联系。
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Apply complex number to construct a regular heptadecagon

Abstract：This article focuses on the problem of the construction of a regular heptadecagon by ruler and compass which had been solved by the German

mathematician Johann Carl Friedrich Gauss in the end of the eighteenth century.In 1798,Gauss used the method of trig function and got the expression of cos 360°
17

,which is the combination of the addition,subtraction,multiplication,division and square root of numbers,demonstrating that a regular heptadecagon can be constructed

by ruler and compass.This article mainly applies the complex number as the tool,combining with the thought of rotation and reflection,and gained the expression of

cos 360°
17

in another way.There is a obvious equivalence between the result using this method and the result of Gauss using the trig function as the tool.However,with

the help of the computer,I found the differences between these two results and did some daring tries and complex operations.By reversely deducing the equation using

the complex quadratic radical as the solution of it,I also discovered some relations between univariate equation of higher degree and multivariate equation set of higher

degree.

Keywords：construction with ruler and compass,regular heptadecagon ,complex number

正十七边形尺规作图证明复数解法
李孝民

（成都七中，四川成都 610000）

引言
尺规作图，是从古希腊时期的几何学家们开始就一直在探讨的问

题，作图所用的直尺，是没有刻度的，尺规作图最简单的应用就是平
分角。古希腊数学家欧几里得已经指出，正三边形、正四边形、正五
边形、正十五边形和边数是上述边数两倍的正多边形的几何作图是能
够用圆规和直尺实现的，在那之后关于这个问题的研究没有多大进

展。而德国数学家卡尔·弗里德里希·高斯在 19 岁时因为偶然的机会
解决了困扰了数学家两千年之久的正十七边形尺规作图问题。继而在
数论的基础上提出了可用尺规作图的正奇数边多边形的条件：尺规作

图正多边形的边数目必须是 2 的非负整数次方和不同的费马素数的
积，解决了两千年来悬而未决的难题。

在之后的两百多年中也有很多的学者对此著名历史问题进行了研
究，其中就包括 R. C.Archibald，W.Bishop，P.Vélez 和 O.Luis 等

人。他们中的很多对这个历史事件重新进行了论述并且从不同角度重
新看待该历史问题，然而本文即是从复数与方程组的角度重新对此问

题进行了研究。

一、本文所论述的研究过程
由于受到正十七边形尺规作图过程的启

发，该过程便是通过复杂的尺规作图过程将
一个圆平均分成 17 份，然后将 17 个点作为
正十七边形的顶点再相连，便得到所求作图

形，然而因为想到这是在一个单位圆中作
图，圆心指向 17 个顶点便可以得到 17 个依

次夹角都为 360°
17

的单位向量。并且高斯用

三角函数证明的过程中，便是建立了一个平面直角坐标系。由此联想

到，可以建立一个复平面，其中每一个之前的向量都使之对应一个复

数，因为这些向量之间都可以通过互相旋转所得，相邻两向量之间夹

角又相同，于是所对应的复数之间也必然存在着很多的关系，除此之

外，因为旋转，我们还可以将这 17 个向量所组成的集合扩展开来，

得到无数的向量，不过其余的向量都与之前的这 17 个重合，于是可

以避免很多证明过程中的限制。此外，论证到最后的时候，对四元四

次方程与一元十六次方程的关系，以及用多重根式形式的解倒推其所
对应的一元高次方程也进行了粗浅的讨论，绝不仅局限于对正十七边
形尺规作图证明的讨论。

二、探究与证明过程

1.首先，作一个复平面 （如右图），以 x 轴作为实轴，y 轴作为虚

轴，O 为原点，再以 O 点为圆心作一个单位圆，圆上分别取，Z0，

Z1，Z2 ......使得单位向量 , , .......依次相邻两向量之间夹角

都为 360°
17

。

2.设复数 Z0 对应向量 ，Z1 对应向量 ，Z2 对应向量 ......
设 ，将复数用三角形式表示如下：

且有

3.再由 De Moive 定理可得：

4.由于 ，且α= 360°
17

则：

同理可得：

5.接下来尝试求 的值。

此处提供两种求法：

解法（1）利用第 2、3 步的结论以及平方差公式：

再将式子乘开，且利用 进行代换可得：
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( )4Re2 Zc =

解法 （2） 利用第 3 步构造等比数列:
由于

则构成了一个首项为 1，公比为 Z1 的等比数列。

由等比数列求和公式可得：

则可得同样的结果：

6.由于有 ，

此时我们设 ， ， ，

将 a,b,c,d 代换成复数和，再乘开可得：

7.此时可发现很多内在联系：

（1） 由于：

则：

（2） 由于：

则：

（3） 由于：

则：

最后联立最初的 ，可得到以下四元四次方程组：

8.运用数学软件 Wolfram Mathematica9.0 解此方程组，所得实数

解有 8 组。

由于 ,同理可得： ，

， ，则 a,b,c,d 都为实数。

由图象可得 a,b,c,d 大概范围：

由于根式形式过于复杂，我们在实数解组中排出多余组解的步骤
中暂时选取小数，并且保留六位有效数字：

Wolfram Mathematica9.0 所得小数结果如下图：

显然①~④组和⑤~⑧分别都是循环的，一共相当于是八组包括循
环对称的实数解。

根据 a,b,c,d 大概范围，可以排除其余七组，最后只剩下：

9.实际上 Wolfram Mathematica9.0 得到根式结果的过程如下图：

第一步：

第二步：

第三步：

第四步：
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第五步：

第六步：

第七步：

这样，我们就得到了根式形式的所有实数解。

再结合之前的小数，将其与根式形式对应：

1.86494 对应

1.47802 对应

0.184537 对应

-1.96595 对应

-0.547326 对应

-1.70043 对应

0.891477 对应

-1.20527 对应

10.由于： 则有：

所以

11.高斯用三角函数法所求：

所以用本文复数方法所得结果与高斯方法所得结果具有等价性。

12.接下来同理，cos 360°
17

表达式已经得出，它是数的加减乘除平

方根的组合，故正十七边形可用尺规作出。

13.四元四次方程组与一元十六次方程

以上关于正十七边形尺规作图证明的过程已经完成，下面我们由

方程组所得三重根式解引发的思考进行简单粗略的讨论：

（1） 借助 Wolfram Mathematica9.0 的帮助，我们可以知道

八 个 实 数 解 实 际 上 是 一 元 八 次 方 程

x8+x7-7x6-6x5+15x4+10x3-10x2-4x+1=0 的八个解，而其余八个虚数

八 个 虚 数 解 实 际 上 是 一 元 八 次 方 程

x8+2x7+3x6+2x5+3x4+6x3+7x2+4x+1=0 的八个解。

将两个一元八次方程相乘，我们便可以得到，原四元四次方程组

的四个实数解和四个虚数解就是下面一元十六次方程的解：

所以说该四元四次方程组与这个一元十六次方程是对应的 （即使

方程组的解为循环对称的）。

（2） 观察解的形式，可以发现最多即是三重根式，而且不论是实

数解还是虚数解都是两两共轭的。现在我们将要尝试通过解来倒推出

一元十六次方程。首先我们举一个例子来分析：

例如： ，移项后得: ，再两边同时平方得： ，继

续展开可得：

这样子我们就通过一个根式解逆向推导出了含有这个解得一元二

次方程。由这个例子我们可以得到启发：我们可以先把三重根式移到

方程一边，然后再两边平方，接下来是二重，一重，直到整个方程不

再含有根式，我们便得到了一个含有该解的整系数方程。根据代数数

的定义描述：代数数指任何整系数多项式的复根，即若 x 是一个代数

数，那么必然存在整数 ,使得 x 是以下方程:

由于“任何可以从整数或

有理数通过有限次四则运算和正整数次开方运算得到的数都是代数

数”，而此时四元四次方程组的根即为代数数，我们便可以尝试将其作

为一个整系数方程的根。

（3） 然而经过了十分复杂的运算，最终得到的是这样一个一元十

六次方程：
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这个结果不免令人疑惑，然而我们再次借助数学软件 Wolfram

Mathematica9.0 的帮助，将方程左边分解因式，分解到最简时即得到

两个八次式的乘积，两个式子分别是 和

于是我们便可以发现： 即是之

前八个实数解对应的一元八次方程的左边部分。所以我们通过选取形

式相似且两两共轭的八个实数解中的一个来推导，的确推导出了一个

含有该八个解对应的八次式作为其中一个因式的一元十六次方程。

（4） 由于八个实数解结构形式相似，八个虚数解结构形式也相似，

但是实数解和虚数解之间就是千差万别，经过以上推导得到的结果，

我们可以猜想：选取一个复数解进行推导时也是得出类似的结果。但

是如果我们同时选取了实数和复数或许会得到不同结果。此处有两种

尝试：

尝试 1：选取一个实数解 （设为 x1） 和一个虚数解 （设为 x2），那

么我们可以尝试用(x-x1)(x-x2)=0 这样的方法来尝试推导一个既含有

实数解对应八次式又含有虚数解对应八次式的一元高次方程。

尝试 2：选取两个共轭的实数解 （设为 x1 和 x2） 和两个共轭的虚

数解 （设为 x3 和 x4），那么我们可以尝试用(x-x1)(x-x2)(x-x3)(x-x4)

=0 的方法推导，或许可以简便我们的运算，因为共轭我们便可以使用

平方差公式。这样可以尽量减少平方次数，从而尽量减少方程次数。

（5） 然而经过实践，由于还含有虚数单位 i 需要化去等原因，很

遗憾两种尝试的结果都是高于 16 次的方程。但是我们仍然可以确定的

是这个四元四次方程组对应着一个一元十六次方程。

14.我们下面尝试这种方法能否推广：

凭借高斯得出的正多边形尺规作图条件，17 以后的费马质数是

257，由于数值太大所以我们仅讨论 17 之前的费马质数，即 3 和 5。

我们首先进行 边形 （即正三边形） 的试验：

可见此方法同样适用于正三边形。

接下来进行 边形 （即正五边形） 的试验：

同样地，

设 ，则

将 a,b 作为方程 x2+x-1=0，解此方程再结合 Z1+Z4=2cos
360°

5
可

得

可见此方法同样适用于正五边形。

结论
德国数学家卡尔·弗里德里希·高斯大学二年级时得出正十七边形

的尺规作图法，并给出了可用尺规作图的正多边形的条件。解决了两

千年来悬而未决的难题，1799 年以代数基本定理的四个漂亮证明获博

士学位。而当年的他是运用了三角函数的知识求出了 cos 360°
17

的表达

式。考虑到三角函数和复数之间有千丝万缕的联系，论文就主要尝

试了运用复数的知识，结合复平面中各向量旋转对称的关系，还借

助了计算机的帮助，从一开始的图形与复数运算的问题最终转化到

了高次方程组的问题，得出一个四元四次方程组，并利用数学建模

软件 Mathematica 得出该方程组的所有复数解。根据未知数的范围

排除其余各组解以后，最终将符合的一组解带入，得出的结果

与高斯用三角函

数方法所得结果 相

比较发现两个结果相等。然而本文不仅仅局限于对该历史问题提出另

一种解决方法，更针对于在证明过程中的一些发现提出了新的猜想并

进行了大尝试和研究。首先是针对证明最后的四元四次方程组的根式

形式解讨论了所对应的一元十六次方程并且发现了其与方程组的对应

关系。之后又进行了本文所论述方法的推广，根据高斯得到的判断正

多边形能够尺规作图的条件讨论了当边数等于另外两个费马质数 3 和

5 的情况，发现同样适用，所以此方法具有一定的推广性，但对于数

值稍大的费马素数找到方程组则有一定困难。此外本文论证过程还有

其他缺点，比如简洁性不够，相对于高斯的三角函数的方法，本文的

论证方法则十分复杂。并且在将图形的问题转化为方程的过程中则丧

失了原有的对称美以及寻找内在联系时找到了四个方程，但内在联系

很多，或许能够找到更多的方程。
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